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аналiтичних функцiй та його застосування
(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)
У просторах функцiй, аналiтичних у довiльних областях, дослiджено деякi властивостi
дiагональних операторiв, якi породженi тейлорiвськими коефiцiєнтами узагальнених гi-
пергеометричних функцiй. Одержанi результати застосованi до вивчення властивос-
тей узагальненого оператора Данкла.
Нехай G — довiльна область комплексної площини, H(G) — простiр усiх аналiтичних у G
функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi, а L(H(G)) — множина всiх лiнiй-
них неперервних операторiв, що дiють в H(G). Оператор T з класу L(H(G)) називається
дiагональним, якщо
Tzn = γnz
n, n = 0, 1, . . . , (1)
де (γn)
∞
n=0 — деяка послiдовнiсть комплексних чисел. У теорiї операторiв, що дiють у прос-
торах аналiтичних функцiй, цiкавою i важливою є така задача: вказати необхiднi та дос-
татнi умови на послiдовнiсть комплексних чисел (γn)
∞
n=0, при виконаннi яких оператор T ,
дiя якого на степенях z визначається рiвностями (1), продовжується до оператора з класу
L(H(G)). Цi умови є досить простими для просторiв функцiй, аналiтичних у кругових облас-
тях (див., наприклад, [1]). У роботi [2] у просторах функцiй, аналiтичних у зiркових вiд-
носно початку координат областях комплексної площини, дослiдженi дiагональнi операто-
ри, якi визначаються за допомогою тейлорiвськiх коефiцiєнтiв функцiї Мiттаг–Леффлера.
Цей клас дiагональних операторiв використовувався при вивченнi властивостей операторiв
узагальненого диференцiювання та узагальненого iнтегрування Гельфонда–Леонтьєва [3].
В роботах [4–6] розв’язувалася загальна задача про знаходження умов на послiдовнiсть
комплексних чисел (γn)
∞
n=0, за яких дiагональний оператор T , який визначається рiвностя-
ми (1), продовжується до оператора з класу L(H(G)). Цi умови формулюються в термiнах
аналiтичного продовження характеристичних функцiй вiдповiдних дiагональних операто-
рiв i їхнє використання при дослiдженнi властивостей конкретних операторiв пов’язане зi
значними технiчними труднощами.
Метою даної роботи є дослiдження деяких властивостей класу дiагональних операторiв,
якi породженi тейлорiвськими коефiцiєнтами узагальнених гiпергеометричних функцiй. За
допомогою цих властивостей вивчено деякi питання теорiї операторiв, якi пов’язанi з уза-
гальненим оператором Данкла. В першiй частинi роботи встановлено можливiсть продов-
ження зазначених вище дiагональних операторiв до операторiв з класу L(H(G)) для зiр-
кових вiдносно початку координат областей G комплексної площини. Встановлено умови
iзоморфностi таких операторiв, а також дослiджено можливiсть їхнього зображення у ви-
глядi iнтегральних операторiв. Надалi для комплексного числа a i цiлого невiд’ємного чис-
ла n через (a)n позначатимемо символ Похгаммера, тобто (a)n = a(a + 1) · · · (a + n − 1)
при n > 1, (a)0 = 1.
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Теорема 1. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини i a ∈ C. Тодi дiагональний оператор Pa, який на степенях z визначається
формулами
Paz
n =
(a)n
n!
zn, n = 0, 1, . . . , (2)
продовжується до оператора з класу L(H(G)).
Якщо 0 < Re a 6 1, то вказане продовження здiйснюється формулою
(Paf)(z) =
1
Γ(a)Γ(2− a)
(
Uz
d
dz
+ E
)( 1∫
0
(1− t)1−ata−1f(zt) dt
)
,
де Uz — це оператор множення на незалежну змiнну, а E — одиничний оператор. В за-
гальному випадку доведення теореми стосовно продовження оператора Pa здiйснюється
iндукцiєю за k, де a ∈ C : k − 1 < Re a 6 k, i k ∈ Z.
Теорема 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини i a ∈ C, причому a 6= −n, n = 0, 1, . . . . Тодi дiагональний оператор Pa,
який визначається формулами (2), продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).
Наслiдок 1. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область комп-
лексної площини, l — довiльне фiксоване натуральне число, a = (aj)
l
j=1, b = (bj)
l
j=1 ∈ C
l,
причому aj 6= −k, bj 6= −k, j = 1, l, k = 0, 1, . . .. Тодi дiагональний оператор Sa,b, який на
степенях z визначається формулами
Sa,bz
n =
(a1)n(a2)n · · · (al)n
(b1)n(b2)n · · · (bl)n
zn, n = 0, 1, . . . ,
продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).
Нехай m — фiксоване натуральне число, m > 2, ω = exp(2pii/m), G — довiльна зiркова
вiдносно початку координат i m-симетрична область комплексної площини, тобто ωG = G.
Через Gm позначимо множину {zm : z ∈ G}. Тодi довiльну функцiю f ∈ H(G) можна єдиним
способом зобразити у виглядi f(z) =
m−1∑
j=0
zjfj(z
m), z ∈ G, де fj ∈ H(G
m), j = 0,m− 1 [7].
Теорема 3. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична
область комплексної площини, а c(r), a
(r)
j , b
(r)
j , r = 0,m− 1, j = 1,m, — довiльнi комплекснi
числа, для яких виконуються умови: c(r) 6= 0, a
(r)
j 6= −n, b
(r)
j 6= −n, r = 0,m− 1, j = 1,m,
n = 0, 1, . . . . Тодi дiагональний оператор T , який на степенях z визначається рiвностями
Tzmn+r = c(r)
(a
(r)
1 )n(a
(r)
2 )n · · · (a
(r)
m )n
(b
(r)
1 )n(b
(r)
2 )n · · · (b
(r)
m )n
zmn+r, (3)
де r = 0,m− 1, n = 0, 1, . . . , продовжується до iзоморфiзму простору H(G).
При певних обмеженнях на параметри оператор T з теореми 3 можна зобразити у ви-
глядi добутку iнтегральних операторiв.
Теорема 4. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична
область комплексної площини, а c(r), a
(r)
j , b
(r)
j , r = 0,m− 1, j = 1,m, — довiльнi комплекснi
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числа, для яких виконуються умови: Re(a
(r)
j − r/m) > 0, Re(b
(r)
j − a
(r)
j ) > 0, r = 0,m− 1,
j = 1,m. Тодi дiагональний оператор T , який на степенях z визначається рiвностями (3),
формулою A = A1A2 · · ·Am, продовжується до iзоморфiзму з класу L(H(G)).
Тут Aj, j = 1,m, — оператори з класу L(H(G)), якi визначаються такими рiвностями:
(Ajf)(z) =
m−1∑
r=0
m−1∑
l=0
ω−rlcr,jdr,j
1∫
0
τma
(r)
j
−r−1(1− τm)b
(r)
j
−a
(r)
j
−1f(ωlzτ) dτ,
де dr,j = B
−1(a
(r)
j , b
(r)
j − a
(r)
j ), j = 1,m, cr,1 = c
(r), cr,j = 1, j = 2,m; r = 0,m− 1. Тут
символом B(a
(r)
j , b
(r)
j − a
(r)
j ) позначено значення бета-функцiї Ейлера у вiдповiдних точках.
Застосуємо одержанi результати стосовно дiагональних операторiв до вивчення в прос-
торi H(G) властивостей оператора виду
(Λf)(z) = f ′(z) +
m−1∑
j=0
αj
f(ωjz)− f(0)
z
, (4)
де αj, j = 0,m− 1, — довiльнi комплекснi числа, а G — довiльна m-симетрична область
комплексної площини, яка мiстить початок координат. Цей оператор є узагальненням опе-
ратора Данкла, який одержується з (4) при m = 2 та α0 + α1 = 0. Властивостi оператора
Данкла в просторах аналiтичних функцiй дослiджувалися в працях [8, 11].
Вивчимо умови, при яких узагальнений оператор Данкла (4) є еквiвалентним до опера-
тора диференцiювання в просторiH(G). Оператор Λ є оператором зваженого зсуву, причому
Λzn = λnz
n−1, де λ0 = 0 i λn = n +
m−1∑
j=0
λjω
jn, n = 1, 2, . . . .
Теорема 5. Нехай G— довiльна зiркова вiдносно початку координат таm-симетрична
область комплексної площини. Для того щоб оператор Λ був еквiвалентним до оператора
d/dz у просторi H(G), необхiдно i достатньо, щоб λn 6= 0, n = 1, 2, . . . .
За допомогою теореми 5 можна одержати опис комутанта оператора Λ, а також вста-
новити його гiперциклiчнiсть та хаотичнiсть [10] у просторi H(G), подiбно до того, як це
зроблено в [11] для оператора Данкла.
При певних обмеженнях на параметри узагальненого оператора Данкла Λ оператор пе-
ретворення T оператора d/dz в оператор Λ можна зобразити у виглядi добутку iнтегральних
операторiв. Нехай виконується умова
Re
(
m−1∑
k=0
αkω
ks
)
> 0, s = 0,m− 1. (5)
Тодi оператор Tj, який визначається формулою
(Tjf)(z) =
m−1∑
r=0
m−1∑
l=0
ω−rltj,r
1∫
0
τ j−1(1− τm)q(r+j)−1f(ωlzτ) dτ, (6)
де t1,r = r!/(λ1λ2 . . . λr)B
−1((r+1)/m, q(r+1)) i tj,r = B
−1((r+ j)/m, q(r+ j)) при j = 2,m,
а q(r + j) =
(m−1∑
k=0
αkω
k(r+j)
)
/m, r = 0,m− 1, j = 1,m, належить до класу L(H(G)).
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Теорема 6. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат та m-симет-
рична область комплексної площини, а комплекснi числа αj , j = 0,m− 1, задовольняють
умову (5). Тодi оператор T = T1T2 · · ·Tm, де Tj , j = 1,m, визначаються рiвностями (6),
є iзоморфiзмом простору H(G), для якого виконується рiвнiсть Td/dz = ΛT .
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Ю.С. Линчук
Об одном классе диагональных операторов в пространствах
аналитических функций и его применение
В пространствах функций, аналитических в произвольных областях, исследованы неко-
торые свойства диагональных операторов, порожденных тейлоровскими коэффициентами
обобщенных гипергеометрических функций. Полученные результаты применены к изуче-
нию свойств обобщенного оператора Данкла.
Yu. S. Linchuk
On a class of diagonal operators in the spaces of analytic functions and
its application
Diagonal operators induced by the Taylor coeﬃcients of hypergeometric functions and some proper-
ties of such operators in the spaces of functions analytic in arbitrary domains are investigated. The
results are applied to study properties of the generalized Dunkl operator.
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